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ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЙ  
ЛИНЕЙНЫХ ДИСКРЕТНО-НЕПРЕРЫВНЫХ СИСТЕМ 
Для линейных дискретно-непрерывных систем вводятся двойственные системы и доказыва-
ется двойственное соотношение, что позволяет получить аналитическое представление решений 
таких систем, аналогичное формуле Коши для решений обыкновенных дифференциальных 
уравнений. Найденные представления имеют важные приложения в качественной теории управ-
ления в гибридных дифференциально-разностных системах, в частности при исследовании во-
просов управляемости в таких системах. 
In the paper we study linear hybrid discrete-continuous systems. Dual discrete-continuous sys-
tems are introduced and a duаl correlation is proved. As a result, for the system solutions, we obtain 
an analytical representation similar to the well-known for ordinary differential systems Cauchy’s 
formula. The results obtained can be used in the qualitative control theory for discrete-continuous 
systems.  
Введение. Во многих приложениях предпо-
лагается, что рассматриваемая система подчи-
няется закону причинности, т. е. будущее со-
стояние системы не зависит от прошлых со-
стояний и определяется только настоящим. Ес-
ли к тому же предполагается, что система под-
чиняется уравнению, содержащему переменные 
состояния и скорости их изменения, то, как 
правило, мы приходим либо к обыкновенным 
дифференциальным уравнениям, либо к урав-
нениям в частных производных.  
Однако при более тщательном изучении 
часто становится очевидным, что закон при-
чинности – это лишь первое приближение к 
реальной ситуации, и более адекватная модель 
должна включать некоторые из предшествую-
щих состояний системы. Кроме того, многие 
задачи теряют смысл, если не рассматривается 
зависимость от прошлого. Поэтому, в частно-
сти, при изучении реальных физических про-
цессов приходим к так называемым гибридным 
системам.  
В зарубежной литературе термином «гиб-
ридные системы» (hybrid systems) определяют 
дискретно-дифференциальные системы управ-
ления, содержащие непрерывную и дискретную 
фазовые переменные и/или логическую пере-
менную [1, 2]. Такие системы стали востребо-
ванными ввиду того, что огромное число ре-
альных процессов в химической промышлен-
ности, робототехнике и электронной инжене-
рии, в системах управления полетом и других 
отраслях человеческой деятельности модели-
руются сложными системами, обладающими 
иерархической структурой, описываемыми не-
прерывно изменяющейся динамикой на низшем 
уровне и созданием логического выбора – на 
высшем [3]. 
Исследование существования и единствен-
ности представления решений, а также некото-
рых задач управляемости для различных клас-
сов сложных динамических систем проведено в 
работах [4–10]. 
В настоящей статье рассматривается во-
прос о представлении решений гибридной 
дифференциально-непрерывной системы с 
запаздывающим аргументом на основе реше-
ний соответствующих двойственных (сопря-
женных) систем, что по аналогии с известны-
ми представлениями [4–10] решений для дру-
гих классов систем можно считать формула-
ми типа Коши для дискретно-непрерывных 
систем. 
1. Постановка задачи. Рассмотрим гиб-
ридную дискретно-непрерывную систему вида  
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Наряду с системой (1), (2) рассмотрим двой-
ственную систему следующего вида: 
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где * *1 2 0( ), ( )x t x t kh+  – матричные функции со 
значениями в пространствах 1 2,n n\ \  соответ-
ственно, [ ]* 0 *0,1, ..., , , ,tk T t t t= ∈ с начальны-
ми условиями вида 
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2. Вспомогательные результаты. 
Утверждение. (Двойственное соотноше-
ние). Справедливо следующее двойственное со-
отношение: 
( ) ( ) ( ) ( )





1 * 1 * 2 0 2 0
*' *' *'






x t x t x t T h h x t T h h
x t x x t x x t B t u t dt
− + + + + + =
= − + + +∫  





x t kh h B k u t kh
=
+ + + +∑       (5) 
Доказательство. Умножим первое уравне-
ние системы (1) слева на кусочно-непрерывную 
матричную функцию ( )*1Tx t  с точками разрыва 
первого рода лишь в моменты 0 ,t khτ = +  
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Поскольку матрица-функция ( )*1Tx t  имеет 
разве лишь разрывы первого рода в точках 
*0
, 0,1, ..., ,tt kh k Tτ = + =  то интегрируя по час-
тям первый интеграл равенства на каждом ин-
тервале ( )0 0,t kh t kh h+ + +  и используя свойст-
во аддитивности интеграла, получаем: 
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Аналогично поступаем со вторым уравне-
нием системы (1): умножаем его слева на дис-
кретную матричную функцию 
*
1, 0,1, ..., ,tk T= −  ( )*2 0 ,Tx t kh h+ +  и суммируем по k от 0 до *:tT  
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Преобразуем первое слагаемое этой суммы: 
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Суммируя (6) и (7) и учитывая вид сопря-
женной системы (3), (4), имеем: 
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что завершает доказательство утверждения. 
3. Представление решений. Пусть матри-
цы функции * *1 2 0( ), ( )x t x t kh+  – решения сопря-
женной системы (3), (4). 
Обозначим символом kI  единичную -k k×  
матрицу. 
Имеет место следующий аналог формулы 
Коши для представления решений дина-
мической дискретно-непрерывной системы  
(1), (2). 
Теорема. Решение системы (1) с начальны-
ми условиями (2) существует единственно и 
может быть представлено по формуле: 
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Доказательство. Из системы (3) с началь-
ными условиями  
( ) 1*1 * 0 ;nx t I− =  ( ) 2**2 0 0 ,ntx t T h h+ + ≡ ∈\  
с учетом двойственного соотношения (5), полу-
чаем представление решения (8) для кусочно-
непрерывной функции *1 *( ).x t  
Если же для системы (3) выбрать начальные 
условия ( )* 2*2 0 ;t nx t T h h I+ + =  ( ) 1*1 * 0 0 ,nx t − ≡ ∈\  
с учетом двойственного соотношения (5), по-
лучаем представление решения (9) для дис-
кретной функции *
*
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В единственности решения можно убедить-
ся, интегрируя исходную систему (1), (2) по 
«шагам». 
Заключение. Таким образом, в работе до-
казано двойственное соотношение для гибрид-
ных дифференциально-непрерывных динами-
ческих систем с запаздыванием, установлен 
аналог формулы Коши для представления ре-
шений таких систем. Полученные результаты 
можно использовать для получения неявных 
критериев управляемости и наблюдаемости 
дискретно-непрерывных систем. 
Автор выражает глубокую благодарность 
профессору В. М. Марченко за научное руко-
водство данной работы. 
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